10. cviceni - resSeni

Priklad 1 (a)

f(z) =sinz + cos’ x

Postupujme podle navodu.
1. defini¢ni obor a spojitost
Funkce je definovana na celém definiénim oboru a je spojita, nebot je sou¢tem spojitych funkei.

2. lichost, sudost, periodicita
Funkce f je 27-periodicka, nebot je souétem funkce sinz (perioda 27) a cos? z (perioda 7). Neni ani
sudé, ani licha, nebot

f(=z) = sin —z 4 cos?(—z) = —sinz + cos?(z) # £f(z).

3. limity v , krajnich bodech defini¢niho intervalu“
Vzhledem k periodi¢nosti funkce nema smysl vySetfovat limity v +oo. Jiné krajni body nemame.

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

Spocteme prvni derivaci
f'(z) = cosx —2coszsinz = cosz(l — 2sinz),
Derivace je
e nulovd v bodech x = § + 7k, v = ¢ +2rk ax = %+27Tk‘,
e kladna na (=% + 27k, T + 2nk) U (5 + 27k, 2T + 27tk),
e a zdporna na (¥ + 27k, % + 2rk) U (3F + 27k, 2 + 27k), kde k € Z.

Funkce f je tedy rostouci na (—% + 27k, § + 27k), (5 + 27k, %’T + 2mk) a klesajici na (g + 27k, § +
2rk), (5F + 2rk, 2F + 27k), kde k € Z.

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace
Spoc¢teme druhou derivaci

f"(z) = —sinz — 2cos® x + 2sin’ =

Pro nalezeni inflexnich bodii hledame z takova, ze f”(x) = 0.
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f'(x) =0

—sinz — 2cos’z 4 2sin’z =0

2sin?

4sin®z —sinz —2 =0 y:=sinz

42 —y—2=0

D =b*—4ac =33,y = 2

sinx

8

z —sinz —2(1 —sin’z) =0

1++33

1433 , <1+\/33>
- = 11 = arcsin —

, L =T — T1

) 1-+33 ' . [ V33—-1 / ro !
sinr = ———— = 7 = arcsin 5 \ T3 =T+ 27,7y =27 — 17

T € {:c1 + 2km, mo + 2km, 2 + 2k, x) + 2km, k € Z}

Pricemz 1 ~ 1,9 = 2,14, 2% ~ 3,78, z) = 5,65.

-

—2 cos(2 x)

=1

"

Z graft funkei je téZ vidno, Ze v bodé x1 se f” méni ze zaporné na kladnou, v bodé xs naopak atd.
Funkce je tedy poc¢inaje dejme tomu nulou konkavni, pak konvexni, pak opét konkadvni{ atd., neb zfejmé v

inflexnich bodech f” vzdy méni znaménko.

6. asymptoty
Funkce neméa zadné asymptoty.

7. graf
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Piiklad 1 (b)

f(l‘) _ earctan 121_1

Postup feSeni je vysvétlen zde na strané 1 (odkaz).
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Priklad 1 (c)

Postupujme podle navodu.

1. defini¢ni obor a spojitost

Funkce je definovana na celé realné ose, nebot se jedna o sloZzeni exponencily a polynomu. Funkce je
spojitd na celém defini¢nim oboru, coz opét plyne z toho, Ze se jedna o slozeni spojitych funkci. Rovnéz
diky oboru hodnot exponenciély vime, ze f > 0

2. lichost, sudost, periodicita
Funkce neni ani suda ani liché, nebot

—(—x)? —x)— —z2—3x—
fma) = em BT = om0 T o (),
Ziejmé se nejdné ani o periodickou funkci.

3. limity v ,krajnich bodech defini¢niho intervalu*
Zajimaji nas limity v +oo:

lim f(m) = lim e—x2+3x_7 spo‘].:exp 0

i

T—00 T—00
lim f(z)= lim e +8a—T SPOL P
T——00 Tr——00

Tedy funkce v obou krajnich bodech defini¢niho oboru konverguje k nule.

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

f/<1') _ e—:r:2+3:c—7 . (_2$ + 3)

Derivace je nulova pravé tehdy, kdyz —2x + 3 = 0. Tedy pro x = % Na intervalu (—oo, %) je derivace
kladna a funkce f rostouci. Na intervalu (%, 00) je derivace zaporna a funkce f klesajici.
Potom je f (%) —eh globalni maximum.

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace

f”(m) _ 6—372+3x—7 . (_2$ + 3)2 + €—m2+3m—7 . (_2) — 6_12-‘,-3;3—7 . (4.’E2 — 122 + 7)

Druhé derivace je nulova pravé tehdy, kdyz 42 — 122 +7 = 0. Tedy pro x = % + % Na intervalech

(=00, 3 — %), (3 + %, 00) je druhd derivace kladna a funkce f konvexni. Na intervalu (3 — %, 34 %)

je druha derivace zaporna a funkce f konkéavni.
6. asymptoty
Ma smysl uvazovat asymptoty v +oo. JelikoZ je f na intervalu (%, oo) klesajici a kladna, je asymptotou

v nekonec¢nu ziejmé osa x. Pro —oo argumentujeme stejné.

7. graf
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Piiklad 1 (d)

2
x
TW=ya
Postupujme podle navodu.

1. defini¢ni obor a spojitost

f(x) je definovino <= 23 +1>0 <= 23> -1 +— x> -1
f je na celém D(f) spojita jakoZto sloZeni spoijtych funkei.

2. lichost, sudost, periodicita
Jelikoz nemé funkce defini¢ni obor symetricky kolem nuly, tak nemtze jit o funkci, ktera by byla suda
nebo licha. Navic zfejmé neni ani periodicka.

3. limity v ,krajnich bodech defini¢niho intervalu®

. . x? VoAL —+ spoj. 1
lim f(z) = lim /35— = =
zo—1+ -1+ \ 23 + 1 Viimg 14 (23 + 1)
2 1 VOLSF (P)
S =V = B My =0

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

o 2\ 1VaB 122
f(x)— 3+ 1 9 ($3+1)2

Kladnost f’ je dana kladnosti vyrazu vz3 +1- (2 — 23).

f/>0 = Vi3+1-2-2%) >0 < z€(-1,V2).

Tedy f je na (—1, \3/5) rostouci a na (\3’/5, oo) klesajici.

V bodé 2 = /2 ma nulovou prvni derivaci a jelikoz nalevo od tohoto bodu roste a napravo klesa,
nabyva f v bodé /2 svého lokalniho maxima. Lokalni maximum je bod [\3/5, %}

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace

v o (1 2-2% \' 322 (s —8)
f(iL‘)—(f(@)-(QM;) —m

f/>0 = (2°-8)=(2-2)(2*+22+4) >0 & 2-2>0 < z € (2,00)

Funkce f je tedy na intervalu (—1,2) konkévni a na intervalu (2, 00) konvexni.
6. asymptoty

Ma smysl uvazovat jen asymptotu v oo, neb na okoli —oo neni f definovana. JelikoZ je f na intervalu
(\3@, oo) klesajici a v bodé /2 nabyva hodnoty kladé hodnoty, je asymptotou v nekoneénu z¥ejmé osa .
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7. graf

D(f) = [~1,0)

f je na celém D(f) spojita jakoZzto sloZeni spoijtych funkei.
limg 14 f(.il?) =00

lim, 00 f(z) =0

Tedy f je na (—1, \3/5) rostouci a na (\3/5, oo) klesajici.
Lokalni maximum je bod [\3@, %]

Funkce f je tedy na intervalu (—1,2) konkavni a na intervalu (2, co) konvexni.

w
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Priklad 1 (e)

f(z) = arccos (cos® z)

Postupujme podle névodu.

1. defini¢ni obor a spojitost

D(f) =R

f je na celém D(f) spojita jakoZto sloZeni spojitych funkei.

2. lichost, sudost, periodicita

Funkce cos je suda, tedy i f je suda.

Funkce cos? je m-periodicka, proto je i f m-periodickd. Sta&i tedy funkci f zkoumat na intervalu [0, 7]
a zbytek grafu plyne z periodicity.

Vénujme se tedy funkei f jen na intervalu [0, 7]

3. limity v ,krajnich bodech defini¢niho intervalu‘

. Spoj.
lim arccos (cos2 x) =0
z—0+

. spoj.
lim arccos (cos2 m) =0
rT—rT—

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

2coszsinx
V1 —costz

f'>0 < coszsinet >0 < z ¢ (O,g)

f'(z) = (arccos (cos’z)) =

f je na (O, g) rostouci a na (% ) klesajici.

9
Lokéalniho maxima nabyva v bodé [g, g]

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace

F'(x) = <QCOSCUSin:c>/
V1 —costz

/ ’ /
Derivujeme jako podil dvou funkci - tj. dle pravidla: (%) = M9=hg 74 je h(x) = 2coszxsinzx a

g
g(x) = V1 — cos*z.

h'(z) =2 (—sinz -sinz + cosx - cosx) = 2 (cos2 x — sin? ) (derivace soucinu)
, 4 1 4 21
g (x)= ((1—COS x)Q) =3 (1 —cos*z)?
_ 1
2y/1 — cos*x
Pak tedy plati nasledujici.

- (1- cos® a:)/ = (derivace slozené fce)

3 . 4 cos® rsinz 2 cos® rsin
(=4 -cos’z - (—sinz)) = =
2v1 —costz V1 —costzx
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W-g—h-g (2 (COSQZE —sin2x)) V1 —cos*x —2coszsinx - (%)
2 = 2
<\/1 - cos4x)

(2 cos? 1 — 2sin? x) (1 — cos? a;) —4costzsin?z

(1 —cos*z)-v1—costz

f'(@) =

9

Ziejmé 1—cos* > 0, proto kladnost f’ zavisi na vyrazu (2 cos? x — 2sin? 3:) (1 — cos? x) —4 cos? z sin? a:l

2 6 2 4

4xsin2x:2(cos T — cos’ x — sin“ x — cos msinzx)

(2 cos? z — 2sin? a:) (1 — cos? x) — 4 cos

2 6 2 4 2

f" >0 <= cos®z — cos’x —sin®x — cos* xsinz > 0

2

— cos’xz —sin’z + cos* (— sin?

x —cosQ:c) >0 <= — (cos2:n — 1)2 >0
Posledni nerovnost neplati nikde, tedy f” < 0 na (0, 7).

6. asymptoty
Nema4 smysl Tesit asymptoty, vzhledem k tomu, Ze f je periodicka.

7. graf

D(f) =R

f je na celém D(f) spojita jakoZto sloZeni spoijtych funkei.
f je m-periodicka.

Na (0, 7) plati nasledujici.

limz_>0+ f(iL‘) =0

lim,_,— f(x) =0

f je na (O, g) rostouci a na (%,7?) klesajici.

Lokéalniho maxima nabyva v bodé [g, 1].

f je na (0, 7) konkavni.

Aplikujeme-li i periodicitu, dostavame nasledujici graf.

T=——-

VLK D
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Piiklad 1 (f)

2logx
1 +log?z

f(z) = arccos

Postup Teseni je vysvétlen zde na strané 5 (odkaz).

4

Matematika 1, 2023/24

11


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/2122ZS_MA1/21res.pdf

